Лекция 27.
Признаки Даламбера и Лейбница

Признак Даламбера.

(Жан Лерон Даламбер (1717 – 1783) – французский математик)


Если для ряда 
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 с положительными членами существует такое число q<1, что для всех достаточно больших n выполняется неравенство 
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то ряд 
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 сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется условие
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то ряд 
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 расходится.
Предельный признак Даламбера.


Предельный признак Даламбера является следствием из приведенного выше признака Даламбера.


Если существует предел 
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, то при ( < 1 ряд сходится, а при ( > 1 – расходится. Если ( = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя.


Пример. Определить сходимость ряда 
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Вывод: ряд сходится.


Пример. Определить сходимость ряда 
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Вывод: ряд сходится.

Признак Коши. (радикальный признак)


Если для ряда 
[image: image11.wmf]å
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с неотрицательными членами существует такое число q<1, что для всех достаточно больших n выполняется неравенство
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то ряд 
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сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется неравенство
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то ряд 
[image: image15.wmf]å

n

u

расходится.


Следствие. Если существует предел 
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, то при (<1 ряд сходится, а при (>1 ряд расходится.


Пример. Определить сходимость ряда 
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Вывод: ряд сходится.


Пример. Определить сходимость ряда 
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Т.е. признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполнение необходимых условий сходимости. Как было сказано выше, если ряд сходится, то общий член ряда стремится к нулю.
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таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд расходится.

Интегральный признак Коши.


Если ((х) – непрерывная положительная функция, убывающая на промежутке [1;(), то ряд ((1) + ((2) + …+ ((n) + … = 
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 и несобственный интеграл 
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 одинаковы в смысле сходимости.


Пример. Ряд 
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 сходится при (>1 и расходится ((1 т.к. соответствующий несобственный интеграл 
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 сходится при (>1 и расходится ((1. Ряд 
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 называется общегармоническим рядом.


Следствие. Если f(x) и ((х) – непрерывные функции на интервале (a, b] и 
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 то интегралы 
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 ведут себя одинаково в смысле сходимости.

Знакочередующиеся ряды. Признак сходимости Лейбница

Определение  Знакочередующимся рядом называется ряд, у которого любые рядом стоящие члены имеют противоположные знаки.

Такие ряды удобнее записывать в виде
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(4.1)

или в виде
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(4.2)

где 
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Для определения сходимости знакочередующихся рядов существует весьма простой достаточный признак.

Теорема (Достаточный признак сходимости Лейбница).

Для того чтобы знакочередующийся ряд (4.1)((4.2)) сходился, достаточно, чтобы абсолютные значения его членов убывали и стремились к нулю при возрастании n.

Таким образом, если 
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 то знакочередующийся ряд (4.1)((4.2)) сходится.

Пример Ряд
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сходятся, т. к. для него выполняются все условия признака сходимостиЛейбница.

Знакопеременные ряды

Рассмотрим числовые ряды
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(5.1)

с произвольными членами, т. е. члены ряда могут быть как положительными, так и отрицательными. Такие ряды называются знакопеременными.
Образуем новый ряд, составленный из абсолютных величин (модулей) членов ряда (5.1), т. е. ряд
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(5.2)

Теорема Если ряд 
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 сходится, то сходится и исходный ряд 
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Вообще говоря, обратное утверждение неверно, т. е. из сходимости ряда (5.1) не следует сходимость ряда (5.2). Например, как было показано выше ряд 
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 сходится, в то время как ряд 
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Определение Ряд (5.1) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из абсолютных величин его членов.

Определение Сходящийся ряд (5.1) называется условно сходящимся, если ряд (5.2) расходится.

Таким образом, ряд 
[image: image42.wmf]2

1

1

1

)

1

(

n

n

n

å

-

¥

=

-

 является абсолютно сходящимся.

Абсолютно сходящиеся ряды обладают тем свойством, что у них можно любым образом менять местами члены ряда. При такой перестановке будут получаться также абсолютно сходящиеся ряды, при этом сумма ряда не изменяется. Как указывалось в разделе 2, условно сходящиеся ряды таким свойством не обладают.
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