Лекция 31
Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

Дифференциальные уравнения высших порядков.


Определение. Дифференциальным уравнением порядка n называется уравнение вида:
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В некоторых случаях это уравнение можно разрешить относительно y(n):
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Так же как и уравнение первого порядка, уравнения высших порядков имеют бесконечное количество решений.


Определение. Решение 
[image: image3.wmf])
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удовлетворяет начальным условиям 
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Определение. Нахождение решения уравнения 
[image: image6.wmf]0
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, удовлетворяющего начальным условиям 
[image: image7.wmf])
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, называется решением задачи Коши.

Теорема Коши. (Теорема о необходимых и достаточных условиях существования решения задачи Коши).


Если функция (n-1) –й переменных вида 
[image: image8.wmf])
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в некоторой области D (n-1)- мерного пространства непрерывна и имеет непрерывные частные производные по 
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) в этой области, существует единственное решение 
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 уравнения 
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, определенного в некотором интервале, содержащем точку х0, удовлетворяющее начальным условиям 
[image: image13.wmf])
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Дифференциальные уравнения высших порядков, решение которых может быть найдено аналитически, можно разделить на несколько основных типов.


Рассмотрим подробнее методы нахождения решений этих уравнений.

Уравнения, допускающие понижение порядка.


Понижение порядка дифференциального уравнения – основной метод решения уравнений высших порядков. Этот метод дает возможность сравнительно легко находить решение, однако, он применим далеко не ко всем уравнениям. Рассмотрим случаи, когда возможно понижение порядка.

Уравнения вида y(n) = f(x).

Если f(x) – функция непрерывная на некотором промежутке a < x < b, то решение может быть найдено последовательным интегрированием.
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Пример. Решить уравнение 
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 с начальными условиями x0 = 0; y0 = 1;
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[image: image19.wmf];
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[image: image20.wmf];
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[image: image21.wmf]ò
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Подставим начальные условия:
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[image: image23.wmf];
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Получаем частное решение (решение задачи Коши): 
[image: image24.wmf]8
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Ниже показана интегральная кривая данного дифференциального уравнения.
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Уравнения, не содержащие явно искомой функции

и ее производных до порядка k – 1 включительно.


Это уравнения вида: 
[image: image26.wmf].
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В уравнениях такого типа возможно понижение порядка на k единиц. Для этого производят замену переменной:


[image: image27.wmf].
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Тогда получаем: 
[image: image28.wmf].
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Теперь допустим, что полученное дифференциальное уравнение проинтегрировано и совокупность его решений выражается соотношением:


[image: image29.wmf]).
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Делая обратную подстановку, имеем:


[image: image30.wmf])
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Интегрируя полученное соотношение последовательно k раз, получаем окончательный ответ:

                                                          
[image: image31.wmf]).
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Пример. Найти общее решение уравнения 
[image: image32.wmf]x

y

y

¢

¢

=

¢

¢

¢

.

Применяем подстановку 
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[image: image35.wmf];
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Произведя обратную замену, получаем:
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[image: image37.wmf];

6

2

3

2

3

1

2

2

1

C

x

C

x

C

dx

C

x

C

y

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ò


Общее решение исходного дифференциального уравнения:

                                                           
[image: image38.wmf];
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Отметим, что это соотношение является решением для всех значений переменной х кроме значения х =0.

Уравнения, не содержащие явно независимой переменной.


Это уравнения вида 
[image: image39.wmf].
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Порядок таких уравнений может быть понижен на единицу с помощью замены переменных 
[image: image40.wmf].
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[image: image41.wmf];
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[image: image42.wmf];
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 и т.д.


Подставляя эти значения в исходное дифференциальное уравнение, получаем:


[image: image43.wmf]0
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Если это уравнение проинтегрировать, и 
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- совокупность его решений, то для решения данного дифференциального уравнения остается решить уравнение первого порядка:


                                                     
[image: image45.wmf].
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Пример. Найти общее решение уравнения 
[image: image46.wmf].
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Замена переменной: 
[image: image47.wmf];
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[image: image48.wmf];
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1) 
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Для решения полученного дифференциального уравнения произведем замену переменной: 
[image: image50.wmf].
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[image: image52.wmf];
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[image: image53.wmf];
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С учетом того, что 
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, получаем:
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[image: image56.wmf];
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Общий интеграл имеет вид: 
[image: image57.wmf];
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2) 
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Таким образом, получили два общих решения.

Структура общего решения.


Определение. Фундаментальной системой решений линейного однородного дифференциального уравнения n –го порядка на интервале (a, b) называется всякая система n линейно независимых на этом интервале решений уравнения.


Определение. Если из функций yi составить определитель n – го порядка


[image: image60.wmf])
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то этот определитель называется определителем Вронского.

( Юзеф Вроньский (1776 – 1853) – польский математик и философ - мистик)


Теорема. Если функции 
[image: image61.wmf]n
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 линейно зависимы, то составленный для них определитель Вронского равен нулю.


Теорема. Если функции 
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линейно независимы, то составленный для них определитель Вронского не равен нулю ни в одной точке рассматриваемого интервала.

Теорема. Для того, чтобы система решений линейного однородного дифференциального уравнения 
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 была фундаментальной необходимо и достаточно, чтобы составленный для них определитель Вронского был не равен нулю.


Теорема. Если 
[image: image64.wmf]n
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 - фундаментальная система решений на интервале (a, b), то общее решение линейного однородного дифференциального уравнения является линейной комбинацией этих решений.
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где Ci –постоянные коэффициенты.


Применение приведенных выше свойств и теорем рассмотрим на примере линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка.

Общее решение линейного однородного дифференциального

уравнения второго порядка.


Из вышеизложенного видно, что отыскание общего решения линейного однородного дифференциального уравнения сводится к нахождению его фундаментальной системы решений.


Однако, даже для уравнения второго порядка, если коэффициенты р зависят от х, эта задача не может быть решена в общем виде.


Тем не менее, если известно одно ненулевое частное решение, то задача может быть решена.


Теорема. Если задано уравнение вида 
[image: image66.wmf]0
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 и известно одно ненулевое решение у = у1, то общее решение может быть найдено по формуле:


[image: image67.wmf].
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Таким образом, для получения общего решения надо подобрать какое – либо частное решение дифференциального уравнения, хотя это бывает часто довольно сложно.

Линейные однородные дифференциальные уравнения с

постоянными коэффициентами.


Решение дифференциального уравнения вида 
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[image: image72.wmf]).
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При этом многочлен 
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 называется характеристическим многочленом дифференциального уравнения.


Для того, чтобы функция 
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Т.к. ekx ( 0, то 
[image: image77.wmf]0
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 - это уравнение называется характеристическим уравнением.


Как и любое алгебраическое уравнение степени n, характеристическое уравнение 
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 имеет n корней. Каждому корню характеристического уравнения ki соответствует решение дифференциального уравнения.


В зависимости от коэффициентов k характеристическое уравнение может иметь либо n различных действительных корней, либо среди действительных корней могут быть кратные корни, могут быть комплексно – сопряженные корни, как различные, так и кратные.


Не будем подробно рассматривать каждый случай, а сформулируем общее правило нахождения решения линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами.


1) Составляем характеристическое уравнение и находим его корни.


2) Находим частные решения дифференциального уравнения, причем:



a) каждому действительному корню соответствует решение ekx;

б) каждому действительному корню кратности m ставится в соответствие m решений:
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в) каждой паре комплексно – сопряженных корней 
[image: image80.wmf]b
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 характеристического уравнение ставится в соответствие два решения:
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г) каждой паре m – кратных комплексно – сопряженных корней 
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 характеристического уравнения ставится в соответствие 2m решений:
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sin

...

,

sin

,

sin

,

cos

...

,

cos

,

cos

1

1

x

e

x

x

xe

x

e

x

e

x

x

xe

x

e

x

m

x

x

x

m

x

x

b

b

b

b

b

b

a

-

a

a

a

-

a

a



3) Составляем линейную комбинацию найденных решений.

Эта линейная комбинация и будет являться общим решением исходного линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами.


Пример. Решить уравнение 
[image: image85.wmf]0
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Составим характеристическое уравнение: 
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[image: image88.wmf];
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Общее решение имеет вид: 
[image: image89.wmf].
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Пример. Решить уравнение 
[image: image90.wmf].
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Это линейное однородное дифференциальное уравнение с переменными коэффициентами второго порядка. Для нахождения общего решения необходимо отыскать какое - либо частное решение.


Таким частным решением будет являться функция 
[image: image91.wmf].
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Исходное дифференциальное уравнение можно преобразовать:
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Общее решение имеет вид: 
[image: image94.wmf];
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[image: image95.wmf];

2

2

)

1

ln(

1

2

x

C

dx

x

e

x

C

y

x

+

=

ò

-

-



[image: image96.wmf]ò
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Окончательно: 
[image: image98.wmf];
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Пример. Решить уравнение 
[image: image99.wmf].
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Составим характеристическое уравнение: 
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Общее решение:
[image: image102.wmf].
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Пример. Решить уравнение 
[image: image103.wmf].
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Характеристическое уравнение: 
[image: image104.wmf].
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Общее решение: 
[image: image105.wmf].
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Пример. Решить уравнение 
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Характеристическое уравнение: 
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[image: image108.wmf].
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Общее решение: 
[image: image109.wmf]).
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Пример. Решить уравнение 
[image: image110.wmf].
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Характеристическое уравнение: 
[image: image111.wmf];
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Общее решение: 
[image: image113.wmf];
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Пример. Решить уравнение 
[image: image114.wmf].
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Характеристическое уравнение: 
[image: image115.wmf];

2

;

1

;

0

2

2

1

2

=

-

=

=

-

-

k

k

k

k


Общее решение: 
[image: image116.wmf].
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Пример. Решить уравнение 
[image: image117.wmf].
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Характеристическое уравнение: 
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[image: image119.wmf];
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Общее решение: 
[image: image120.wmf];
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Пример. Решить уравнение 
[image: image121.wmf].
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Это уравнение не является линейным, следовательно, приведенный выше метод решения к нему неприменим.


Понизим порядок уравнения с помощью подстановки 
[image: image122.wmf].
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[image: image124.wmf];
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[image: image125.wmf];

ln

ln

ln

;

;

;

C

y

p

y

dy

p

dp

y

dy

p

dp

p

dy

ydp

+

=

=

=

=

ò

ò



[image: image126.wmf]ò
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[image: image127.wmf];
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Окончательно получаем: 
[image: image128.wmf];
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Это выражение будет общим решением исходного дифференциального уравнения. Полученное выше решение у1 = С1 получается из общего решения при С = 0.

Пример. Решить уравнение 
[image: image129.wmf].
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Производим замену переменной: 
[image: image130.wmf];
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[image: image133.wmf];

;

;

ln

ln

3

1

ln

3

1

1

3

-

=

¢

=

+

-

=

y

C

y

y

C

p

C

y

p



[image: image134.wmf];

4

3

;

;

2

1

3

4

1

3

1

1

3

1

C

x

C

y

dx

C

dy

y

dx

C

dy

y

+

=

=

=

ò

ò



[image: image135.wmf];

4

3

3

4

C

x

C

y

+

=


Общее решение: 
[image: image136.wmf].

)

(

4

3

4

3

C

x

C

y

+

=


_1030969199.unknown

_1031323357.unknown

_1031397169.unknown

_1031400387.unknown

_1031400909.unknown

_1031401767.unknown

_1031402565.unknown

_1032719232.unknown

_1033330359.unknown

_1033330403.unknown

_1032769211.unknown

_1031402714.unknown

_1031402959.unknown

_1031403007.unknown

_1031402818.unknown

_1031402632.unknown

_1031402441.unknown

_1031402503.unknown

_1031402099.unknown

_1031401334.unknown

_1031401481.unknown

_1031401728.unknown

_1031401393.unknown

_1031401179.unknown

_1031401306.unknown

_1031400988.unknown

_1031400669.unknown

_1031400803.unknown

_1031400860.unknown

_1031400731.unknown

_1031400508.unknown

_1031400605.unknown

_1031400448.unknown

_1031399415.unknown

_1031400162.unknown

_1031400218.unknown

_1031400341.unknown

_1031400182.unknown

_1031399620.unknown

_1031399976.unknown

_1031399507.unknown

_1031398364.unknown

_1031399295.unknown

_1031399315.unknown

_1031399235.unknown

_1031397825.unknown

_1031398254.unknown

_1031397267.unknown

_1031391957.unknown

_1031392743.unknown

_1031392924.unknown

_1031393184.unknown

_1031392893.unknown

_1031392371.unknown

_1031392476.unknown

_1031392282.unknown

_1031324587.unknown

_1031324716.unknown

_1031324944.unknown

_1031324685.unknown

_1031324403.unknown

_1031324547.unknown

_1031323665.unknown

_1031042311.unknown

_1031321758.unknown

_1031322898.unknown

_1031323222.unknown

_1031323259.unknown

_1031323024.unknown

_1031322630.unknown

_1031322661.unknown

_1031322548.unknown

_1031043246.unknown

_1031319321.unknown

_1031320060.unknown

_1031318735.unknown

_1031043176.unknown

_1031043231.unknown

_1031042723.unknown

_1031042732.unknown

_1031042517.unknown

_1031041633.unknown

_1031041959.unknown

_1031042160.unknown

_1031042200.unknown

_1031042066.unknown

_1031041853.unknown

_1031041889.unknown

_1031041807.unknown

_1030970045.unknown

_1031041487.unknown

_1031041587.unknown

_1030970100.unknown

_1030969438.unknown

_1030969717.unknown

_1030969348.unknown

_1030964173.unknown

_1030967513.unknown

_1030968412.unknown

_1030968700.unknown

_1030969102.unknown

_1030968557.unknown

_1030968284.unknown

_1030968350.unknown

_1030968267.unknown

_1030966948.unknown

_1030967225.unknown

_1030967354.unknown

_1030967114.unknown

_1030964688.unknown

_1030964794.unknown

_1030964407.unknown

_1030962007.unknown

_1030963871.unknown

_1030964011.unknown

_1030964073.unknown

_1030963955.unknown

_1030963526.unknown

_1030963648.unknown

_1030963462.unknown

_1030960850.unknown

_1030961746.unknown

_1030961852.unknown

_1030961185.unknown

_1030961266.unknown

_1030960181.unknown

