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Лекция 1. Основные понятия и формулы комбинаторики.
В разделе математики, который называется комбинаторикой, решаются некоторые задачи, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. Например, если взять 10 различных цифр 0, 1, 2, 3,… , 9 и составлять из них комбинации, то будем получать различные числа, например 143, 431, 5671, 1207, 43 и т.п.

Мы видим, что некоторые из таких комбинаций отличаются только порядком цифр (например, 143 и 431), другие - входящими в них цифрами (например, 5671 и 1207), третьи различаются и числом цифр (например, 143 и 43).

Таким образом, полученные комбинации удовлетворяют различным условиям.

В зависимости от правил составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения, сочетания.

Предварительно познакомимся с понятием факториала.

Произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно называют

n- факториалом и пишут
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Пример. Вычислить: а) 
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Решение. а) 
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б) Так как 
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, то можно вынести за скобки 
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Тогда получим 
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в) 
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Перестановки.
Комбинация из n элементов, которые отличаются друг от друга только порядком элементов, называются перестановками.

Перестановки обозначаются символом Рn, где n- число элементов, входящих в каждую перестановку. (Р - первая буква французского слова permutation- перестановка).

Число перестановок можно вычислить по формуле
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 или с помощью факториала:
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Запомним, что 0!=1 и 1!=1.
Пример. Сколькими способами можно расставлять на одной полке шесть различных книг?

Решение. Искомое число способов равно числу перестановок из 6 элементов, т.е.


[image: image13.wmf]720

6

5

4

3

2

1

!

6

6

=

×

×

×

×

×

=

=

P

.

Размещения.

Размещениями из m элементов в n в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга либо самими элементами (хотя бы одним), либо порядком из расположения.

Размещения обозначаются символом 
[image: image14.wmf]n
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, где m- число всех имеющихся элементов, n- число элементов в каждой комбинации. (А-первая буква французского слова arrangement, что означает «размещение, приведение в порядок»).

При этом полагают, что n
[image: image15.wmf]£
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Число размещений можно вычислить по формуле
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т.е. число всех возможных размещений из m элементов по n равно произведению n последовательных целых чисел, из которых большее есть m.

Запишем эту формулу в факториальной форме:
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Пример. Сколько вариантов распределения трех путевок в санатории различного профиля можно составить для пяти претендентов?

Решение. Искомое число вариантов равно числу размещений из 5 элементов по 3 элемента, т.е.
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Сочетания.

Сочетаниями называются все возможные комбинации из m элементов по n, которые отличаются друг от друга по крайней мере хотя бы одним элементом (здесь m и n-натуральные числа, причем n 
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 m).

Число сочетаний из m элементов по n обозначаются 
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 (С-первая буква французского слова combination- сочетание).

В общем случае число из m элементов по n равно числу размещений из m элементов по n, деленному на число перестановок из n элементов:
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Используя для чисел размещений и перестановок факториальные формулы, получим:
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Пример. В бригаде из 25 человек нужно выделить четырех для работы на определенном участке. Сколькими способами это можно сделать?

Решение. Так как порядок выбранных четырех человек не имеет значения, то это можно сделать 
[image: image23.wmf]4

25

C

 способами.
Находим по первой формуле
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Кроме того, при решении задач используются следующие формулы, выражающие основные свойства сочетаний:
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(по определению полагают 
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Решение комбинаторных задач

Пример. На факультете изучается 16 предметов. На понедельник нужно в расписание поставить 3 предмета. Сколькими способами можно это сделать?

Решение. Способов постановки в расписание трех предметов из 16 столько, сколько можно составить размещений из 16 элементов по 3.
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Пример. Из 15 объектов нужно отобрать 10 объектов. Сколькими способами это можно сделать?

Решение.
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Пример. В соревнованиях участвовало четыре команды. Сколько вариантов распределения мест между ними возможно?

Решение.
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Пример. Сколькими способами можно составить дозор из трех солдат и одного офицера, если имеется 80 солдат и 3 офицера?

Решение. Солдат в дозор можно выбрать
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способами, а офицеров 
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 способами. Так как с каждой командой из солдат может пойти любой офицер, то всего имеется 
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 способов.

Пример. Найти 
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, если известно, что 
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Решение.

Так как  
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,  то получим
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По определению сочетания следует, что 
[image: image45.wmf]2

2

£

-

x

, 
[image: image46.wmf]4

£

x

. Т.о. 
[image: image47.wmf]9

=

x

.

                                                                                                         Ответ: 9

Лекция 2. Определения вероятности случайного события.
Комбинаторикой называется область математики, в которой изучаются вопросы о том, сколько различных комбинаций, подчиненных тем или иным условиям, можно составить из элементов, принадлежащих заданному множеству. Иногда ком​бинаторику рассматривают как введение в теорию вероятностей, поскольку методы комбинаторики очень помогают в теории ве​роятностей осуществить подсчет числа возможных исходов и числа благоприятных исходов в разных конкретных случаях.
В теории вероятностей принято говорить не о комбинациях, а о выборках. Поэтому мы будем придерживаться термина «выборка».
В комбинаторике рассматриваются виды выборок — перестановки, размещения, сочетания.

Прежде чем говорить о видах выборок рассмотрим два общих правила, с помощью которых ре​шается большинство задач комбинаторики,— правило суммы и правило произведения.
Допустим, в ящике имеется п разноцветных шариков. Про​извольным образом вынимаем один шарик. Сколькими спосо​бами можно это сделать? Конечно, п способами. Теперь эти п
шариков распределим по двум ящикам: в первом т шариков, во втором k. Произвольно из какого-нибудь ящика вынимаем один шарик. Сколькими разными способами можно это сделать? Из первого ящика шарик можно вынуть т разными спосо​бами, из второго — k разными способами. Таким образом, один шарик из этих двух ящиков можно вынуть шарик 
n = m + k способами. Рассмотрение этого примера позволяет сформулировать правило суммы:

Если, некоторый объект А можно выбрать т способами, а объект В — k способами (не такими, как А), то объект «либо А, либо В» можно выбрать m +  k способами.
Это правило называется правилом суммы.

Рассмотрим вопрос о том, сколько можно записать двузначных чисел в де​сятичной системе счисления?
Поскольку число двузначное, число десятков может прини​мать одно из девяти значений: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Число еди​ниц может принимать те же значения и может, кроме того, быть равным нулю.
Если цифра десятков 1, цифра единиц может быть 0, 1, 2, ..., 9 — всего 10 значений. Если цифра десятков 2, то вновь цифра единиц может быть равна 0, 1, 2, ..., 9. Всего получаем 90 дву​значных чисел.
Обобщим полученный результат. Пусть данное множество из n = m +  k элементов разбито на два подмножества, состоящие соответственно из m и k элементов. В нашем случае: m –число цифр, при помощи которых можно записать число десятков, значит m равно 9; k – число цифр, при помощи которых  можно записать число единиц, а значит k равно 10. Пусть из подмножества, со​держащего m элементов, выбирается один элемент и независимо из подмножества, содержащего k элементов, выбирается один элемент. Спрашивается: сколько различных пар элементов при этом образуется? Очевидно, что каждому элементу из первого множества можно поставить в пару каждый элемент второго множества, а значит всего можно составить общее число пар N=mk. 

 Если объект А можно выбрать m способами, а после каждого такого выбора другой объект В можно выбрать (независимо от выбора объекта A) k способами, то пары объектов А и В можно выбрать mk способами.
Это и есть правило произведений.

Генеральная совокупность без повторений — это набор неко​торого конечного числа различных элементов: 
[image: image48.wmf].
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Наглядному представлению такой генеральной совокупнос​ти может послужить набор из п разноцветных шаров, в которой никакие два шара не имеют одинаковой окраски..
Выборкой объема 
[image: image49.wmf](
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 будем называть произвольную группу из т элементов данной генеральной совокупности. Наглядному представлению такой выборки может служить последовательность из т шаров, выбранная из имеющегося множества.
Каким минимальным признаком может отличиться одна выборка объема т от другой выборки такого же объема? Это равносильно вопросу: каким минимальным признаком могут отличаться две  линейки из шариков, построенная из их одина​кового количества?
Минимальным признаком, отличающим од​ну выборку объема т от другой выборки такого же объема, может быть:

1) их различие по крайней мере одним элементом

2) их различие порядком расположения элементов.

Назовем такие выборки размещениями без повторений из п элементов по т.
Отсюда следует определение понятия:
Размещениями без повторений из п элементов по m назы​ваются такие выборки, которые, имея по m элементов,  выбран​ных из числа данных п элементов генеральной совокупности без повторений, отличаются одна от другой либо составом элементов, либо порядком их расположения.
Характерный пример размещений без повторений — вся со​вокупность четырехзначных номеров, в каждом из которых нет пов​торения цифр.
Число размещений из п элементов по m договоримся обо​значать 
[image: image50.wmf]m
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. Попробуем определить это число.
Пусть имеем п элементов. Первый элемент можно выбрать п способами. Второй приходится выбирать из оставшихся п — 1 элементов, поэтому второй элемент можно выбрать п — 1 спо​собом. Тогда по правилу произведения пары двух элементов можно об​разовать п (п-1) способами. Третий элемент придется отбирать из числа оставшихся      п-2 элементов. Это можно сделать п-2 способами. Тогда опять по правилу произведения тройки элементов можно образовать п(п-1) (п-2) способами. Аналогично чет​верки можно образовать п (п- 1) (п- 2) (п- 3) способами, а раз​мещения по m элементов п (п — 1) (п — 2).. .   (п-(т- 1)) спосо​бами. Таким образом,
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Преобразуем полученную формулу, умножая и деля правую часть на произведение:
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. Тогда выведенная формула имеет вид:
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В случае, когда т = п, одно размещение от другого отличает​ся только порядком расположения элементов. Такие размещения называются перестановками без повторений. Таким образом, мы можем дать определение перестановкам без повторений.

 Перестановками без повторений из п элементов называются размещения без повторений из п элементов по п, т. е. размеще​ния, отличающиеся одно от другого только порядком распо​ложения элементов.
Характерный пример перестановок без повторений — вся со​вокупность всех десятизначных номеров, в каждом из которых нет повторения цифр.
Обозначим число перестановок объема п символом Рп. Тогда по определению 
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Среди размещений без повторений из п элементов по m (m < п) можно выделить такие, которые отличаются одно от другого  только первым признаком, а именно по крайней мере одним элементом. Значит: 

Сочетаниями без повторений из п элементов по m называют​ся такие размещения без повторений из п элементов по т, ко​торые одно от другого отличаются хотя бы одним элемен​том.
Число таких сочетаний обозначается символом 
[image: image55.wmf]C
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. Разу​меется, при т = п 
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Характерный пример сочетаний без повторений — всевоз​можные варианты состава делегации в количестве, например, четырех человек от коллектива, в котором 15 человек.
В каждом из 
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 сочетаний имеется m различных элементов, поэтому на базе каждого сочетания можно получить 
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 пере​становок. Совокупность всех выборок, полученных путем пост​роения всех перестановок на базе каждого из 
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 сочетаний, представляет собой число размещений 
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Примеры использования полученных формул:

Пример. На тренировках зани​маются 12 баскетболистов. Сколько может быть образо​вано тренером разных стар​товых пятерок?
Решение: Так как при составлении стартовой пятерки тренера интересует только состав пятерки, то достаточно опреде​лить число сочетаний из 12 элементов по 5:
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Пример. Сколькими способами можно расположить на шахматной доске 8 ладей так, чтобы они не могли взять друг дру​га?
Решение: Ясно, что в этом случае на каждой горизонтали и каждой вертикали шахматной доски может быть расположено только по одной ладье. Число возможных позиций — число перестано​вок из 8 элементов:
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Пример. Для научной экспедиции необходимо укомплектовать следую​щий команду: начальник экспедиции, первый его заместитель, второй заместитель, два сотрудника и один стажер. Начальник и его заместители может быть отобрана из числа 25 кандидатов наук, два сотрудника — из числа 20 специалистов, в совершенстве знающих характер предстоящей работы, и стажер — из числа 8 наиболее подготовленных студентов. Сколькими способами можно укомплектовать команду экспедиции?
Решение. При выборе начальника и его заместителей важно опреде​лить, какой кандидатов лучше других справляется с теми или иными функциями. Зна​чит, здесь важен не только персональный состав командующей тройки, но и соответствующая расстановка подобранных людей. Поэтому ясно, что командующая тройка может быть укомплектована 
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 способами.
Обязанности у обоих сотрудников примерно одинаковые. Они могут выполнять их по очереди. Следовательно, пара сотрудников может быть укомплектована 
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 способами. Анало​гичное положение и со стажером – его можно подобрать 
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Значит по правилу умножения всю экспедицию можно укомплектовать 
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 способами.

Задачи для самостоятельного решения: 

1. В классе 30 учеников. Необходимо избрать старосту, члена ученического комитета и ответственного за дежурство. Сколькими способами можно об​разовать эту тройку, если одно лицо может зани​мать только один пост? (Ответ 24360)

2. Сколько разных пятизначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4 и 5 при условии, что ни одна цифра не повторяется? (Ответ: 120)

3. Игрок сначала бросает белую игральную кость, потом черную. Сколько может быть случаев, когда число очков, поя​вившихся на белой кости, больше числа очков, появившихся на черной?  (Ответ 15)

4. Сколько разных стартовых шестерок можно образовать из числа 10 волейболистов? (Ответ 210)

5. В одной арабской сказке речь идет о такой задаче. Вокруг костра сидят 12 разбойников. Каждый из них смертельно ненавидит двух ближайших соседей. С целью спрятать награбленное необходимо выделить 5 разбойников. Сколькими способами атаман может назначить пятерых так, чтобы между ними не было распрей? (Ответ 36). 
Лекция 3. Вероятность сложного события.
Генеральная совокупность с повторениями – это набор элементов различных классов, когда элементы, принадлежащие одному классу, считаются одинаковыми. Число элементов в каждом классе неограниченно.

Выборкой с повторениями объема m называется произвольная группа m элементов с повторениями.

Рассмотрим несколько пестрых лент, составленных из одинакового числа прямоугольников с разными узорами. Эти ленты могут отличаться порядком расположения прямоугольников, различным набором прямоугольников, либо и тем, и другим.

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


Таким образом, две выборки с повторениями могут отличаться друг от друга либо составом, либо порядком, либо и тем , и другим.

Размещениями с повторениями из элементов n классов по m, называются такие выборки, которые, имея по m элементов, выбранных из числа элементов данных n  классов генеральной совокупности с повторениями, отличаются друг от друга либо составом элементов, либо порядком их расположения.

Число таких размещений, где n - число классов, m – число элементов выборки подсчитывается по формуле А' nm = nm

Пример.

Сколько можно составить пятизначных телефонных номеров?

Решение: А' 105 = 105 = 100000.(
Перестановками с повторениями называются такие размещения из элементов n классов, которые отличаются друг от друга только порядком расположения элементов.

  a, a, a,…a     b, b, b…b     l, l, l…l,l

        k1                       k2              kn                                 

k1 +k2+   +kn=k
Число таких перестановок обозначается Р' k1,k2,..kn= 
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Пример.

Сосчитать, сколько можно сделать перестановок в словах: замок, топор, ротор, колокол.

Решение:
замок: Р' = 
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топор: Р' = 
[image: image72.wmf]5

1

1

2

60

!

!

!

!

=

  ; колокол: Р' = 
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Пример.

Я помню, что нужный мне телефонный номер начинается с цифры 9 и содержит три четверки и две пятерки. Однако расположение этих пяти цифр забыто. Сколько нужно сделать проб?

Решение:

Р'= 
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Сочетаниями с повторениями из элементов n классов по m называются  такие размещения с повторениями из n классов по m, которые отличаются одно от другого хотя бы одним элементом. Их число подсчитывается по формуле:
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Пример.

В продажу поступили открытки 10 разных видов. Сколькими способами можно образовать набор из 12 открыток?

Решение:
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Обобщим полученные сведения в таблице

Выборки c повторениями
	Название
	Характерный признак отличия
	Пример
	Формула подсчета вариантов

	Размеще-ния 
	состав

порядок
	a, b,c  из 3 по 2

ab, bc, ca, ba, cb, ac, аа, сс, bb
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	Переста-новки
	порядок
	a, b из 2

ab, ba, aa, bb 
	P'=
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	Cочетания
	состав
	a, b, c  из 3 по 2

ab, bc, ca, аа, сс, bb
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Лекция 4. Формула Бернулли.
Рассмотрим серию из п испытаний, в каждом из которых событие А появляется с одной и той же вероятностью р, причем результат каждого испытания не зависит от результатов остальных. Подобная постановка задачи называется схемой повторения испытаний (схемой Бернулли). Найдем вероятность того, что в такой серии событие А произойдет ровно к раз (неважно, в какой последовательности). Интересующее нас событие представляет собой сумму равновероятных несовместных событий, заключающихся в том, что А произошло в некоторых к испытаниях и не произошло в остальных  п – к испытаниях. Число таких событий равно числу сочетаний из п по к, то есть 
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, а вероятность каждого из них: pkqn-k, где q = 1 – p – вероятность того, что в данном опыте А не произошло. Применяя теорему сложения для несовместных событий, получим формулу Бернулли:
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Пример. Для получения приза нужно собрать 5 изделий с особым знаком на этикетке. Найти вероятность того, что придется купить 10 изделий, если этикетки с этим знаком имеют 5% изделий.

Решение: Из постановки задачи следует, что последнее купленное изделие имеет особый знак. Следовательно, из предыдущих девяти эти знаки имели 4 изделия. Найдем вероят-ность этого по формуле Бернулли: 
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Тогда

р = 0,0006092·0,05 = 0,0000304. Локальная теорема Муавра – Лапласа

Теорема. Пусть в n независимых испытаниях, вероятность появления события А постоянна и равна р (0 ( р ( 1), тогда имеет место асимптотическая оценка
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где
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Доказательство теоремы сразу следует из центральной предельной теоремы, которая рассматривается в части 3 (п. 3.2).

Справедливость формулы (14) проиллюстрирована на рис. 1.
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Рис. 1.  Справедливость формулы.

Изобразим координаты (k, Рn(k)) звездочками. Функцию Рn(k) аргумента k, можно приблизить, в соответствии с формулой (14):
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где np – координата центра тяжести (среднее значение), а 
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 характеризует меру «сжатости» около центра np. 

Делая замену 
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, мы преобразуем произвольную функцию 
[image: image93.wmf])

(

~

x

j

 к стандартной ((х), у которой координата центра тяжести np = 0, а 
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) ошибка уменьшается. Для удобства вычислений, функция ((х) табулирована (см. приложение, табл. 3). Сама функция называется кривой Гаусса [5]. Функция ((х) – четная, ((х) ( ( при  (х (( (, ((х)( 10-4, при (х (( 5, 
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Для практических приложений (при n ( 10, р
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Пример. Решить пример п 1.5, а).

Решение: Имеем 


[image: image100.wmf]50504950

50005000

1

(50)(0,01)(0,99)

knp

PC

npqnpq

j

æö

-

=××»×

ç÷

ç÷

èø

, 

k = 50, np = 50, 
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Интегральная теорема Муавра-Лапласа

Теорема. Пусть в n  независимых испытаниях вероятность появления события А в каждом испытании постоянна и равна р, 0( р ( 1, тогда, для любых -( ( а ( b ( (, равномерно относительно а, b, при n ( (, имеет место асимптотическая оценка
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где ((х( - кривая Гаусса, 
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Функция 
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 называется функцией Лапласа.

Так как Рn(( ( k ( n( = 1 для любого n , то из (*) должно следовать, что 
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В самом деле, положим ℑ
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Введем полярные координаты:
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Следовательно, 
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Для практических приложений вместо (*) используют формулу:

                            Р (k1 ( k ( k2(( Ф (в ) – Ф (а ),                                                    
где
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Учитывая, что Ф (+() = 1, легко получить Ф (х) + Ф (-х) = 1.

В самом деле, пусть х ( 0, тогда 
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Отсюда 

Ф (х) + Ф (-х) = 
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Функция 
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 - табулирована, ее значения приведены в табл. 4 приложения.

Таблица составлена для х ( (, а для  х ( (, значения находятся по формуле 

Ф (х) + Ф (-х) = 1.

Пример. Решить пример п 1.5, б).

Решение: Имеем 
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 По табл. 5 приложения находим
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Отсюда 
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Сравнивая решение задачи п.1.5. а), б), можно предположить, что, так как 
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 – наивероятнейшее число, с большой вероятностью реализуется событие ( 40 ( k ( 60(, с центром в точке k0:
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Заметим, что 
[image: image134.wmf]npq

 характеризует средние отклонения от среднего значения np (чем меньше 
[image: image135.wmf]npq

, тем «круче» кривая Гаусса в точке симметрии)

Лекция 5. Дискретные случайные величины.
Математическое ожидание характеризует среднее ожидаемое значение случайной величины, т.е. приближенно равно ее среднему значению (вероятностный смысл математического ожидания). Иногда знания этой характеристики достаточно для решения задачи. Например, при оценке покупательной способности населения вполне может хватить знания среднего дохода, при анализе выгодности двух видов деятельности можно ограничиться сравнением их средних прибыльностей. Знание того, что выпускники данного университета зарабатывают в среднем больше выпускников другого, может послужить основанием для принятия решения о поступлении в данный ВУЗ и т.п.
Математическое ожидание дискретной случайной величины определяется соотношением:
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Математическое ожидание непрерывной случайной величины равно
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где 
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 - плотность вероятности.

Свойства математического ожидания 

Прежде чем формулировать свойства математического ожидания необходимо пояснить смысл арифметических операций 
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 – дискретные случайные величины.

Например, под суммой 
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 понимается случайная величина 
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, значениями которой являются все допустимые суммы 
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 – все возможные значения соответственно случайных величин 
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 и 
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Свойства математического ожидания:
1. Математическое ожидание постоянной величины 
[image: image152.wmf]C

 равно этой величине.



 
[image: image153.wmf]C

C

C

M

=

×

=

1

)

(

.

2. Математическое ожидание суммы (разности) двух или нескольких случайных величин 
[image: image154.wmf]X

 и 
[image: image155.wmf]Y

 равно сумме (разности) их математических ожиданий:
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Следствие. Если 
[image: image157.wmf]C

 – постоянная величина, то 
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3. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин 
[image: image159.wmf]X

 и 
[image: image160.wmf]Y

 равно произведению их математических ожиданий:
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Следствие. Математическое ожидание произведения нескольких взаимно независимых случайных величин равно произведению математических ожиданий этих величин.

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания, т.е.
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Дисперсия случайной величины и ее свойства. 

На практике часто требуется оценить рассеяние случайной величины вокруг ее среднего значения. Например, акции двух компаний могут приносить в среднем одинаковые дивиденды, однако вложение денег в одну из них может быть гораздо более рискованной операцией, чем в другую. Поэтому возникает необходимость в числовой характеристике, оценивающей разброс возможных значений случайной величины относительно ее среднего значения (математического ожидания). Такой характеристикой является дисперсия.

Дисперсией (рассеянием) случайной величины 
[image: image163.wmf]X

 называют математическое ожидание квадрата отклонения этой величины от ее математического ожидания. 
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Легко показать, что вышеприведенное выражение может быть записано в виде
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Действительно, используя основные теоремы о математическом ожидании, получим
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В случае дискретной случайной величины, имеющей закон распределения 
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Для непрерывной случайной величины формула для расчета дисперсии имеет вид
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Свойства дисперсии

1. Дисперсия постоянной величины равна нулю.
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2.Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его  в квадрат:
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3. Дисперсия суммы (разности) двух независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин:
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Следствие 1. Дисперсия суммы нескольких взаимно независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин.

Следствие 2. Если 
[image: image176.wmf]C

 – постоянная величина, то 
[image: image177.wmf])

(

)

(

X

D

C

X

D

=

+

.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины являются ее основными числовыми характеристиками.

Пример. Пусть закон распределения дискретной случайной величины имеет вид
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Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X.

Решение: Рассчитаем вначале математическое ожидание
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Дисперсия равна
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Пример. Плотность вероятности непрерывной случайной величины равна 
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Найти ее математическое ожидание и дисперсию.

Решение: Найдем математическое ожидание:
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Далее,
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Найдем дисперсию, используя формулу
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Среднее квадратическое отклонение.

Для оценки рассеяния возможных значений случайной величины вокруг ее среднего значения кроме дисперсии служат и некоторые другие характеристики. К их числу относится среднее квадратическое отклонение. 

Средним квадратическим отклонением 
[image: image187.wmf]s

 (или стандартом) случайной величины 
[image: image188.wmf]X

 называется корень квадратный из дисперсии 
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Легко показать, что дисперсия имеет размерность, равную квадрату размерности случайной величины. Поэтому размерность 
[image: image191.wmf])
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 совпадает с размерностью 
[image: image192.wmf]X

. В тех случаях, когда желательно, чтобы оценка рассеяния имела размерность случайной величины, вычисляют среднее квадратичное отклонение, а не дисперсию. 

Понятие дисперсии и среднего квадратического отклонения широко используется практически во всех областях человеческой деятельности, связанных с процессами измерений. Так, например, в технике, они характеризуют точность измерительной аппаратуры (чем выше среднеквадратическое отклонение (разброс) при измерениях, тем хуже качество прибора). 

Примерами использования данных параметров в экономике могут служить изучение риска различных действий со случайным исходом, в частности, при анализе риска инвестирования в ту или иную отрасль, при оценивании различных активов в портфеле ценных бумаг и т.д.

Пример. 

Пусть имеется два варианта инвестирования со следующими характеристиками
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Ожидаемая чистая прибыль инвестирования определяется математическим ожиданием и составляет:

Инвестиция 1: 
[image: image194.wmf].
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Инвестиция 2: 

[image: image195.wmf].
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По ожидаемой прибыли предпочтительнее 1-й вариант. Однако мы не учли риск, связанный с инвестициями. Этот риск может быть определен с помощью дисперсии и (или) среднего квадратического отклонения. Используя результаты таблицы, получим

Инвестиция 1:   
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Инвестиция 2:   
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Т.е. риск по варианту для инвестиции 1 меньше. Выбор – за ЛПР.
Лекция 6. Непрерывные случайные величины.
Непрерывной случайной величиной называют случайную величину, которая может принимать любые значения на числовом интервале.
Примеры непрерывных случайных величин: возраст студентов, длина ступни ноги человека, масса детали и т. д. Это положение относится ко всем случайным величинам, измеряемым на непрерывной шкале, таким как меры веса, длины, времени, температуры, расстояния. Измерение может быть проведено с точностью до какого-нибудь десятичного знака, но случайная величина – теоретически непрерывная величина. В экономическом анализе находят широкое применение относительные величины, различные индексы экономического состояния, которые также вычисляются с определенной точностью, скажем, до двух знаков после запятой, хотя теоретически их значения – непрерывные случайные величины. 

У непрерывной случайной величины возможные значения заполняют некоторый интервал (или сегмент) с конечными или бесконечными границами.
Закон распределения непрерывной случайной величины можно задать в виде интегральной функции распределения, являющейся наиболее общей формой задания закона распределения случайной величины, а также в виде дифференциальной функции (плотности распределения вероятностей), которая используется для описания распределения вероятностей только непрерывной случайной величины.
Функция распределения (или интегральная функция) F(x) – универсальная форма задания закона распределения случайной величины. Для непрерывной случайной величины функция распределения также определяет вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее фиксированного действительного числа х, т. е.
F(x) = F(X < x).






При изменении х меняются вероятности Р(Х < x) = F(x). Поэтому F(x) и рассматривают как функцию переменной величины. Принято считать, что случайная величина X известна, если известна ее функция распределения F(x). 
Теперь можно дать более точное определение непрерывной случайной величины: случайную величину называют непрерывной, если ее функция распределения есть непрерывная, кусочно-дифференци-руемая функция с непрерывной производной.
1. Функция распределения есть неотрицательная функция, заключенная между 0 и 1, т.е. 0 ≤ F(x) ≤ 1.
2. Функция распределения есть неубывающая функция, т. е. F(x2) ≥ F(x1), если х2 > х1. Тогда P(x1 ≤ Х < х2) = P(Х < х2) – P(Х < х1) = F(x2) – F(x1).
Так как любая вероятность есть число неотрицательное, то P(x1 ≤ ≤ Х < х2) ( 0, а следовательно, F(x2) – F(x1) ≥ 0 и F(x2) ≥ F(x1).
Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина X примет значение, заключенное в интервале (α, β), равна приращению функции распределения на этом интервале, т. е.

P(α ≤ Х < β) = F(β) – F(α).






Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет одно определенное значение, равна нулю.
Р(Х = х1) = 0.







Согласно сказанному, равенство нулю вероятности Р(Х = х1) не всегда означает, что событие Х = х1 невозможно. Говоря о вероятности события Х = х1, априорно пытаются угадать, какое значение примет случайная величина в опыте.
Если х1 лежит в области возможных значений непрерывной случайной величины X, то с некоторой уверенностью можно предсказать область, в которую случайная величина может попасть. В то же время невозможно хотя бы с малейшей степенью уверенности угадать, какое конкретное значение из бесконечного числа возможных примет непрерывная случайная величина. 

Например, если метеослужба объявляет, что температура воздуха в полдень составила 5 °С, то это не означает, что температура будет точно равна этому значению. Вероятность такого события равна нулю. 
3. Если все возможные значения случайной величины принадлежат интервалу (α, β), то
F(х) = 0 при х ≤ α; F(х) = 1 при х > β.





В самом деле, F(x) = 0 для всех значений х ≤ α и F(х) = 1 при х > β, поскольку события X < х для любого значения х ≤ α, являются в этом случае невозможными, а для любого значения х > β – достоверными.
Следствие. Если возможные значения непрерывной случайной личины расположены на всей оси ОХ, то справедливы следующие предельные соотношения:
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или F(– ∞) = 0; F(+ ∞) = 1. Это следствие справедливо и для дискретных случайных величин.
Лекция 7. Предельные теоремы теории вероятностей.

Основным методом моделирования таких систем на ЭВМ является метод статистического моделирования, составляющий методологическую основу построения имитационных моделей систем на ЭВМ. 

Сущность метода статистического моделирования сводится к построению для процесса функционирования исследуемой системы некоторого моделирующего алгоритма, имитирующего поведение и взаимодействие элементов системы с учетом случайных входных воздействий и воздействий внешней среды, и реализация этого алгоритма с использованием программно-технических средств ЭВМ.

В результате статистического моделирования системы получается серия частных значений искомых величин или функций, статистическая обработка которых позволяет получить сведения о поведении реального объекта или процесса в произвольные моменты времени. Если количество реализаций достаточно велико, то полученные результаты моделирования системы приобретают статистическую устойчивость и с достаточной точностью могут быть приняты в качестве оценок искомых характеристик процесса функционирования системы.

Теоретической основой метода статистического моделирования являются предельные теоремы теории вероятностей. В соответствии с данными теоремами множества случайных событий подчиняются определенным закономерностям, позволяющим не только прогнозировать их поведение, но и количественно оценить некоторые средние их характеристики. Характерные закономерности наблюдаются также в распределениях случайных величин, которые образуются при сложении множества воздействий. К основным предельным теоремам, используемым при статистическом моделировании, относятся центральная предельная теорема, теоремы Бернулли, Пуассона, Чебышева, Маркова, Лапласа. Принципиальное значение данных теорем состоит в том, что они гарантируют высокое качество статистических оценок при весьма большом числе испытаний (реализаций), которое с легкостью может быть получено при использовании ЭВМ.

Поясним сущность метода статистического моделирования на следующем примере: необходимо найти оценку математического ожидания выходной величины системы автоматического регулирования - 
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 если внешнее возмущающее воздействие 
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 есть случайный процесс с известным законом распределения случайной величины 
[image: image202.wmf]a

. Схема алгоритма, реализующего метод статистического моделирования для оценки 
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, представлена на рис.1. Из него видно, что для учета стохастического возмущающего воздействия при статистическом моделировании на ЭВМ необходим механизм формирования значений случайных величин. При этом результаты статистического моделирования зависят как от количества реализаций, так и от качества исходных последовательностей случайных чисел.

Метод постановки статистического эксперимента для решения разнообразных практических задач известен давно – это метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). 

Фактически современное имитационное моделирование является его развитием применительно к сложным системам.

Сущность метода Монте-Карло состоит в следующем: требуется найти значение 
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 некоторой изучаемой величины. Для этого выбирают такую случайную величину Х, математическое ожидание которой равно 
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и принимают его в качестве оценки (приближенного значения ) 
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Другими словами метод Монте-Карло состоит в «разыгрывании случайных величин» и использовании их выборок для получения искомых оценок.

Таким образом статистическое моделирование систем и процессов на ЭВМ требует большого объема действий со случайными числами, а его результаты существенно зависят от качества исходных последовательностей случайных чисел.

Рассмотрим возможности и особенности получения последовательностей случайных чисел при статистическом моделировании систем на ЭВМ. На практике используются три основных способа генерации случайных чисел: аппаратный (физический), табличный (файловый) и алгоритмический (программный).

Реализация аппаратного способа генерации случайных чисел основана на использовании внешнего электронного устройства, подключаемого к ЭВМ. В качестве физического эффекта, лежащего в основе таких генераторов чисел, чаще всего используются шумы в электронных и полупроводниковых приборах. Напряжение с выхода источника шума, являющееся случайным процессом, стробируется напряжением полезного сигнала и квантуется относительно заданного порога. В результате получается серия импульсов, расстояния по времени между которыми являются случайными числами. Основным недостатком данного метода является невозможность получения при моделировании одинаковых последовательностей чисел. А его достоинства, связанные с не использованием ЭВМ, в настоящее время фактически нивелированы все возрастающими возможностями последних.

Табличный способ заключается в предварительном формировании таблицы случайных чисел для требуемого количества реализаций в виде файла. При достаточно большом количестве реализаций основным недостатком данного способа являются большие затраты машинных ресурсов на частое обращение к соответствующему файлу. Однако он позволяет легко осуществлять повторное воспроизведение последовательности чисел.

Алгоритмический способ получений последовательности случайных чисел основан на формировании случайных чисел в ЭВМ с помощью специальных алгоритмов и реализующих их программ. При этом вычисление случайных чисел может быть организовано как по мере необходимости, так и путем периодической генерации множества случайных чисел. Данный способ является наиболее предпочтительным ввиду большей гибкости реализации различных законов распределения.

При моделировании систем на ЭВМ программная имитация случайных воздействий любой сложности сводится к генерированию некоторых стандартных (базовых) процессов и к их последующему функциональному преобразованию. В качестве базового может быть принят любой удобный случайный процесс (нормальный, пуассоновский и т.п.). Однако при дискретном моделировании в качестве базового процесса используют последовательности чисел, представляющие собой реализации равномерно распределенных на интервале [0,1] случайных величин. Ввиду того, что ЭВМ оперирует с конечным множеством чисел, получаемые последовательности являются не идеальными случайными, а так называемыми пвсевдослучайными. При этом детерминированность получаемой последовательности определяется разрядностью чисел, с которыми оперирует ЭВМ.

Генератор случайных чисел должен удовлетворять следующим требованиям: получаемые последовательности должны состоять из квазиравномерно распределенных чисел, содержать статистически независимые числа, быть воспроизводимыми, иметь неповторяющиеся числа, использовать минимум машинного времени и памяти.

Наибольшее применение в практике моделирования на ЭВМ для генерации последовательностей псевдослучайных чисел находят алгоритмы вида - 
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представляющие собой рекуррентные соотношения первого порядка, для которых начальное число x0 и параметры соотношения заданы.

Прежде чем приступать к реализации моделирующих алгоритмов на ЭВМ, необходимо проверить качество последовательности псевдослучайных чисел. Данная процедура включает проверку равномерности, стохастичности и независимости.

Проверка равномерности может быть выполнена следующим образом. Интервал значений случайных чисел (0,1) разбивается на m частей. Тогда при генерации последовательности 
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 каждое из чисел xi с вероятностью pj=1/m должно попадать в один из подынтервалов. Всего в каждый подынтервал попадет Nj чисел (
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). Относительная частота попадания случайных чисел в каждый из подынтревалов буде равна Nj/N. Вид получаемой гистограммы представлен на рис.2. Очевидно, что последовательность тем равномернее, чем ближе ломаная линия к теоретическому значению pj. Оценка данной степени приближения может быть проведена с использованием критериев согласия (Пирсона, Стьюдента, Фишера). При этом на практике обычно принимается m=20-50, N=(102-103)m.

Существо применения критерия Пирсона заключается в следующем: находят 
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. По вычисленному значению 
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 и числу степеней свободы 
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 (r – число параметров теоретического закона распределения, для равномерного закона r=1) по таблице находят P. Если эта вероятность превышает некоторый уровень значимости 
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, то гипотеза о равномерности принимается.

Проверка стохастичности осуществляется следующим образом. Последовательность разбивается на элементы первого и второго рода (a и b):
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 Серией называется любой отрезок последовательности, состоящий из идущих друг за другом элементов одного и того же рода, а число элементов в этом отрезке называют длиной серии. В результате получаем последовательность – 

aaabbbbbbbaabbaabaaaabbbbbbbbb….

Для равномерно распределенной последовательности случайных чисел вероятность появления серии длиной j в последовательности длиной l определяется формулой Бернули:
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При экспериментальной проверке оцениваются частоты появлений серий длиной j. В результате получают теоретическую и экспериментальную зависимости 
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, сходимость которых проверяется по известным критериям согласия при различных значениях p и l.

Проверка независимости последовательности псевдослучайных равномерно распределенных чисел проводится на основе вычисления корреляционного момента. Данная проверка осуществляется путем введения в рассмотрение последовательности 
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- величина сдвига последовательностей.

В общем случае корреляционный момент дискретных случайных величин 
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 определяется по формуле:
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где pij – вероятность того, что 
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Для независимых случайных величин 
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. При проведении оценок независимости используют понятие коэффициента корреляции – 
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 - средние квадратические отклонения величин 
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В качестве критерия корреляционной независимости используют соотношение:
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Его выполнение означает, что с доверительной вероятностью 
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справедлива гипотеза корреляционной независимости.

Расчет коэффициента корреляции осуществляют следующим образом:
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При анализе качества программных генераторов псевдослучайных равномерных последовательностей важной характеристикой является длина отрезка апериодичности L, то есть длина отрезка генерируемой последовательности чисел, на котором ни одно число не повторяется. Очевидно, что использование при моделировании последовательности чисел большей чем L длины приведет к повторению опытов, что не позволит получить более лучших статистических оценок при увеличении затрат машинных ресурсов. С теоретическими и практическими способами оценки данного показателя вы можете ознакомиться в литературе (Советов Б.Я., Яковлев С.А. Моделирование систем).

Моделирование случайных воздействий на системы

В общем случае для моделирования случайных воздействий на системы используют случайные события, дискретные и непрерывные случайные величины, векторы и процессы. Формирование на ЭВМ случайных объектов любой природы из перечисленных сводится к генерации и преобразованию последовательностей случайных чисел. Рассмотрим вопросы из преобразования для генерации воздействий на моделируемую систему.

Простейшими случайными объектами являются случайные события. Процедура моделирования того или иного случайного события зависит от его формулировки. Например, необходимо смоделировать случайное событие А, наступающее с вероятностью 
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. В этом случае одним из вариантов моделирования является последовательный анализ значений xi из сгенерированной последовательности случайных чисел и сравнения их с 
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 выполняется, то исходом испытания является событие А.

Если искомый результат испытания является сложным событием, зависящим от двух и более простых событий, то процедура моделирования будет следующей:

а) для двух независимых простых событий А и B – осуществляют последовательную проверку условия совместного исхода испытания (
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) на основе проверки условий истинности каждого события (
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б) для двух зависимых простых событий А и B – задается условная вероятность наступления события B при условии, что событие A уже произошло p(B/A); из последовательности 
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 извлекается очередное число и проверяется справедливость неравенства 
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; далее процесс проверки организуется в зависимости от условия совместного исхода событий; например для события AB поступают следующим образом - если выполняется 
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[image: image246.wmf])

A

/

B

(

p

x

1

i

£

+

, если и оно выполняется то значит заданное событие наступило. Путем алгоритмической организации проверки приведенных неравенств может быть реализован любой совместный исход данных событий 
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Для формирования значений случайных величин с заданным законом распределения в качестве базовой последовательности используют последовательности случайных чисел, имеющие равномерное распределение в интервале (0,1), которые преобразуются в значения случайной величины с заданным  законом распределения.

Для моделирования дискретной случайной величины принимающей значения 
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 используют метод обратной функции: если 
[image: image250.wmf]z

 - равномерно распределенная на интервале (0,1) случайная величина, то искомая случайная величина 
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 получается с помощью преобразования – 
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Алгоритм формирования 
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 сводится к следующему:

если 
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Для моделирования непрерывных случайных величин с заданным законом распределения также пользуются методом обратной функции. При этом, чтобы получить число принадлежащее последовательности 
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 необходимо разрешить относительно yj уравнение вида – 
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, где xi – случайное число, имеющее равномерное распределение в интервале (0,1).

Основным недостатком данного способа является сложность интегрирования функции плотности распределения вероятностей.

Поэтому часто используют приближенные способы преобразования случайных чисел – универсальные и специализированные. Первые позволяют получать случайные числа с любым законом распределения, а вторые – только с конкретным законом.

Один из универсальных способов получения случайных чисел является следующий:

- генерируется случайное равномерно распределенное число xi;

- с помощью этого числа случайным образом выбирается интервал (ak,ak+1) на основе предварительно сформированной таблицы коэффициентов масштабирования для каждого интервала, определенных из условия – 
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, m- количество интервалов разбиения плотности 
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- генерируется xi+1 и осуществляется ее масштабирование - 
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- вычисляется случайное число с требуемым законом распределения - 
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Для моделирования реализаций случайных векторов, обладающих заданными вероятностными характеристиками используют понятие совместного закона распределения случайных величин. 

Рассмотрим дискретный двумерный случайный процесс. Составляющая 
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 принимает возможные значения 
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 соответствует вероятность 
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. На основании данного распределения можно определить конкретные значения xi . Аналогично определяются значения yj=i и получаются пары реализаций случайного вектора.

Непрерывный двумерный случайный процесс описывается совместной функцией плотности вероятности - 
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Имея функцию плотности 
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Общие принципы построения и эксплуатации имитационных моделей

Во-первых, необходимо выделить основные взаимодействия компонентов системы между собой и с внешней средой, которые являются существенными с точки зрения получения требуемых оценок ее функционирования, а также выбрать единицу времени, отражающую природу моделируемой системы.

Во-вторых, определить количество и законы распределения разыгрываемых случайных величин (векторов) и с учетом качества их разыгрывания выбрать продолжительность прогона модели и число прогонов (наблюдений).

Поскольку основная цель состоит в получении наблюдений с наименьшей ошибкой, то используют либо очень длительный прогон модели, либо повторения более коротких прогонов модели с различными последовательностями случайных чисел. Применение первого способа связано с большими затратами машинного времени. Применение второго способа ограничено необходимостью правильного выбора длительности прогона, соответствующей переходу модели в стационарный режим. В рамках второго способа могут быть использованы различные методы получения наблюдений – метод повторения, метод подынтервалов, метод циклов и др.

Метод повторения заключается в организации нескольких прогонов модели при одних и тех же начальных условиях, но с различными последовательностями случайных чисел. Его преимуществом является статистическая независимость получаемых наблюдений (необходимое условие для любого статистического теста). А недостаток состоит в том, что наблюдения могут оказаться сильно смещенными под влиянием начальных условий (переходное состояние).

Метод подынтервалов направлен на уменьшение влияние переходных условий, которому подвержен метод повторения. Он основан на разбиении каждого прогона модели на равные промежутки времени. Преимущество данного метода в том, что со временем влияние переходных условий уменьшается, а недостатком – не выполнение условия о независимости наблюдений от интервала к интервалу, так как между ними возникает автокорреляция. Ее влияние можно уменьшить путем увеличения длины прогона и длину интервалов.

Метод циклов позволяет уменьшить влияние указанной автокорреляции. Он подразумевает выбор интервалов таким образом, чтобы в их начальных точках условия были одинаковыми (с точки зрения рассматриваемой переменной). Однако его недостатком является уменьшение числа получаемых наблюдений. При этом ввиду нерегулярности циклов усложняется оценка значения каждого наблюдения.

Лекция 8. Статистические оценки параметров распределения.
Рассмотрим два события А и Н. Каковы бы ни были взаимоотношения между событиями А и Н, всегда можно сказать, что вероятность события А равна вероятности пересечения событий А и Н плюс вероятность пересечения А и дополнения Н (событие 
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). Поясним сказанное на диаграмме Венна (рис.1). Разложение А на части зависит от 
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Р(А) = Р(А
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Н) + Р(А∩
[image: image289.wmf]H

).

[image: image340.wmf]H


Рис. 1. Диаграмма Венна к формуле (1)
Наборы 
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 и 
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 – форма расчленения набора A на два подмножества взаимно несовместных событий. События Н и 
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 взаимно противоположны. Событие А может произойти либо с Н, либо с 
[image: image293.wmf]H

, но не с двумя вместе (см. рис. 1).

Рассмотрим более сложный случай. Пусть событие А может осуществляться лишь вместе с одним из событий Н1, H2, H3,..., Hn, образующих полную группу, т. е. эти события являются единственно возможными и несовместными (рис. 2). Так как заранее неизвестно, какое из событий Н1, H2, H3,..., Hn наступит, то их называют гипотезами. Пусть также известны вероятности гипотез Р(Н1), Р(Н2),…, Р(Hn) и условные вероятности события А, а именно: Р(А/Н1), Р(А/Н2),…, Р(А/Нn).
Так как гипотезы образуют полную группу, то 
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Рассмотрим событие А – это или Н1·А, или … Нn·А. События Н1·А, Н2·А, …, Нn·А – несовместные попарно, так как события Н1, H2, H3,..., Hn попарно несовместны. К этим событиям применяем теорему сложения вероятностей для несовместных событий:
Р(А)=Р(Н1·А)+Р(Н2·А) +…+ Р(Нn ·А) =
[image: image295.wmf](
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События Н1 и А, Н2 и А,..., Нn и А – зависимые. Применив теорему умножения вероятностей для зависимых событий, получим (рис. 2):
Р(А) = Р(Н1)∙Р(А/Н1)+ Р(Н2)∙Р(А/Н2) +...+Р(Нn)∙Р(А/Нn) = 
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Рис. 2. Событие А может осуществляться лишь с одним

из событий Н1, Н2, ..., Нn, образующих полную группу событий

Проиллюстрируем сказанное на примере с колодой карт (рис. 2.3). Определим А как событие, состоящее в извлечении карты с картинкой (т. е. карты с изображением или туза, или короля, или дамы, или валета). Пусть события В, С, D, Е означают извлечение карт различной масти («трефы», «бубны», «черви», «пики»). Мы можем сказать, что вероятность извлечь из колоды карту с изображением туза, короля, дамы или валета есть Р(А) = Р(А∩В) + Р(А∩С) + Р(А∩D) + Р(А∩Е) = 4/52 + 4/52 + 4/52+4/52 = 16/52. Это означает, как мы уже знаем, вероятность извлечения карты с картинкой из колоды в 52 карты. Событие А представляет собой набор, составленный из пересечений А с наборами В, С, D, Е (рис. 3).
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Рис. 3. Пример с колодой карт
Вывод. Если событие А может наступить только вместе с одним из событий Н1, Н2, Н3, ..., Нn, образующих полную группу несовместных событий и называемых гипотезами, то вероятность события А равна сумме произведений вероятностей каждого из событий Н1, Н2, Н3, ..., Нn на соответствующую условную вероятность события А.
Случай двух событий: 
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Случай более чем двух событий: 
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где i = 1, 2, ..., п.
Пример. Экономист полагает, что вероятность роста стоимости акций некоторой компании в следующем году будет равна 0,75, в случае успешного развития экономики страны, и эта же вероятность составит 0,30, если произойдет спад экономики. По его мнению, вероятность экономического подъема в будущем году равна 0,80. Используя предположения экономиста, оцените вероятность того, что акции компании поднимутся в цене в следующем году. 

Решение: Событие А – «акции компании поднимутся в цене в будущем году». Составим рабочую таблицу:
	Hi
	Гипотезы Hi
	Р(Hi)
	P(А/Hi)
	Р(Hi)P(А/Hi)

	1
	H1 – «подъем экономики»
	0,80
	0,75
	0,60

	2
	H2 – «спад экономики»
	0,20
	0,30
	0,06

	∑
	1,00
	–
	P(А) = 0,66


Пример. В каждой из двух урн содержится 6 черных и 4 белых шара. Из урны 1 в урну 2 наудачу переложен один шар. Найти вероятность того, что шар, извлеченный из урны 2 после перекладывания, окажется черным.
Решение: Событие А – «шар, извлеченный из урны 2, – черный». Составим рабочую таблицу:
	Hi
	Гипотезы Hi
	Р(Hi)
	P(А/Hi)
	Р(Hi)P(А/Hi)

	1
	H1 – «из урны 1 в урну 2 переложили черный шар»
	6/10
	7/11
	42/110

	2
	H2 – «из урны 1 в урну 2 переложили белый шар»
	4/10
	6/11
	24/110

	∑
	1,00
	–
	Р(А) = 0,60


Вычисление вероятностей гипотез формула Бейеса

Представим, что существует несколько предположений (несовместных гипотез) для объяснения некоторого события. Эти предположения проверяются с помощью опыта. До проведения опыта бывает сложно точно определить вероятность этих предположений, поэтому им часто приписывают некоторые вероятности, которые называют априорными (доопытными). Затем проводят опыт и получают информацию, на основании которой корректируют априорные вероятности. После проведения эксперимента вероятность гипотез может измениться. Таким образом, доопытные вероятности заменяют послеопытными (апостериорными).
В тех случаях, когда стало известно, что событие А произошло, возникает потребность в определении условной вероятности P(Hi/A). Пусть событие А может осуществляться лишь вместе с одной из гипотез Hi, (i = 1, 2,..., n). Известны вероятности гипотез Р(Н1), ..., Р(Нп) и условные вероятности А, т. е. Р(А/Н1), Р(А/Н2),…, Р(А/Нn). Так как A·Hi = Нi·А, то Р(А·Нi) = P(Нi·А) или 
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Итак можно записать формулы Бейеса:
случай двух событий: 
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случай более чем двух событий: 
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Формулы Бейеса позволяют переоценить вероятности гипо​тез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие А.
Как видим из выражения (2.5), вероятность события H, задаваемая при условии появления события А, получается из вероятностей событий 
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 и 
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 и из условной вероятности события А при заданном Н. Вероятности событий 
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и 
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называют априорными (предшествующими), вероятность Р(Н/А) называют апостериорной (последующей).
Пример. Экономист полагает, что в течение периода активного экономического роста американский доллар будет расти в цене с вероятностью 0,7, в период умеренного экономического роста доллар подорожает с вероятностью 0,4, и при низких темпах экономического роста доллар подорожает с вероятностью 0,2. В течение любого периода времени вероятность активного экономического роста равна 0,3, в периоды умеренного экономического роста – 0,5 и низкого роста – 0,2. Предположим, доллар дорожает в течение текущего периода, чему равна вероятность того, что анализируемый период совпал с периодом активного экономического роста?
Решение: Определим гипотезы: Н1 – «активный экономический рост»; H2 – «умеренный экономический рост»; H3 – «низкий экономический рост». 

Определим событие А – «доллар дорожает». Имеем: Р(Н1) = 0,3; Р(Н2) = 0,5; Р(Н3) = 0,2; Р(А/Н1) = 0,7; Р(А/Н2) = 0,4 и Р(A/Н3) = 0,2. Найти: Р(Н1/А).
Используя формулу Бейеса (2.6) и подставляя заданные значения вероятностей, получаем:
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     Пример. Партия деталей содержит 20% деталей, изготовленных заводом №1, 30% – заводом №2, 50% – заводом №3. Для завода №1 вероятность выпуска бракованной детали равна 0,05, для завода №2 – 0,01, для завода №3 – 0,06. Чему равна вероятность того, что наудачу взятая из партии деталь окажется бракованной?

     Решение: Обозначим через B событие: наудачу взятая деталь – бракован-ная., через H1, H2, H3 – деталь, изготовленная соответственно заводом №1, №2, №3. Из условия известны вероятности:

P(H1)=0.2,     P(H2)=0.3,       P(H1)=0.5 ,

P(B|H1)=0.05,   P(B|H2)=0.01,    P(B|H3)=0.06.

По формуле полной вероятности находим 

P(B)=0.20.05+0.30.01+0.50.06=0.043 .

     Пример. Имеется пять урн. В 1-й, 2-й и 3-й урнах находится по 2 белых и 3 черных шара; в 4-й и 5-й урнах – по 1 белому и 1 черному шару. Случайно выбирается урна и из нее извлекается шар. Какова условная вероятность того, что выбрана 4-я или 5–я урна, если извлеченный шар оказался белым?

     Решение: Обозначим через B событие – выбранный шар белый, H1 –шар выбран из 1-й , 2-й или 3-й урны, через H2 –шар выбран из 4-й или 5-й урны. Нужно определить P(H2|B). Определяем вероятности: P(H1)=3/5, P(H2)=2/5, P(B|H1)=2/5, P(B|H2)=1/2. По формулам Байеса находим
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Лекция 9. Проверка статистических гипотез. Исследование зависимостей.
В этом разделе теории вероятностей мы познакомимся с числовыми оценками, соответствующими исходам испытаний, например таким, как подбрасывание кости. Отсюда исходы испытаний, определяемые случаем, – случайные величины (СВ). Определим случайную величину следующим образом.
Случайная величина – это величина, которая в результате эксперимента (опыта, испытания) принимает одно из своих возможных значений, причем заранее неизвестно, какое именно. Примеры случайных величин: 

·  число дефектных деталей в партии при контроле качества;
·  процент завершенного строительства жилого дома спустя 6 месяцев;
·  число клиентов операционного отдела банка в течение рабочего дня;
·  число продаж автомобилей в течение месяца.
Случайные величины обозначаются заглавными латинскими буквами: X, Y, Z и т. п. Строчные буквы используются для обозначения определенных значений случайной величины. Например, случайная величина X принимает значения х1, х2, ..., хn. различают случайные, дискретные и непрерывные величины.
Дискретной (прерывной) случайной величиной называют случайную величину, которая принимает конечное или бесконечное (но счетное) число отдельных, изолированных возможных значений с определенными вероятностями. Число студентов на лекции – дискретная случайная величина.
Совокупность значений может быть задана таблицей, функцией или графиком. Соотношение, устанавливающее связь между отдельными возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями, называется законом распределения дискретной случайной величины.
Простейшей формой закона распределения для дискретных случайных величин является ряд распределений.
Рядом распределения дискретной случайной величины X называется таблица, в которой перечислены возможные (различные) значения этой случайной величины х1, х2, ..., хп с соответствующими им вероятностями р1, р2, ..., рn.
	хi
	х1
	х2
	…
	хп

	рi
	р1
	р2
	…
	рn


Таким образом, случайная величина X в результате испытания может принять одно из возможных значений х1, х2, ..., хп с вероятностями
Р (Х = х1) = р1; Р(Х = х2) = р2; Р(Х = хп) = рn.
Можно использовать более короткую запись: Р(х) = Р(5) = 0,2. Так как события (Х = х1), (Х = х2), …, (Х = хп) составляют полную группу событий, то сумма вероятностей р1, р2, ..., рn равна единице:
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Ряд распределения случайной дискретной величины должен удовлетворять следующим условиям:
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Пример. Каждый день местная газета получает заказы на новые рекламные объявления, которые будут напечатаны в завтрашнем номере. Число рекламных объявлений в газете зависит от многих факторов: дня недели, сезона, общего состояния экономики, активности местного бизнеса и т. д. Пусть X – число новых рекламных объявлений, напечатанных в местной газете в определенный день. X – случайная величина, которая может быть только целым числом. В нашем примере случайная величина X принимает значения 0; 1; 2; 3; 4; 5 с вероятностями 0,1; 0,2; 0,3; 0,2; 0,1; 0,1 соответственно (табл. 1).
Таблица 1 . Ряд распределения случайной величины X
	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	P(xi)= pi
	0,1
	0,2
	0,3
	0,2
	0,1
	0,1


Поскольку появления различных значений случайной величины X – несовместные события, то вероятность того, что в газету будут помещены или 2 или 3 рекламных объявления, равна сумме вероятностей P(2) + P(3) = 0,3 + 0,2 = 0,5. Вероятность же того, что их число будет находиться в пределах от 1 до 4 (включая 1 и 4), равна 0,8, т. е. P(1 ≤ X ≤ 4) = 0,8; a P(X = 0) = 0,1. Ряд распределения можно изобразить графически. Для этого по оси абсцисс откладывают возможные значения случайной величины, а по оси ординат – соответствующие им вероятности. Если точки (xi, pi) соединить отрезками прямых, то полученная ломаная линия есть многоугольник (или полигон) распределения.
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Рис. 1. Полигон распределения 
Пример. В книжном магазине организована лотерея. Разыгрываются две книги стоимостью по 10 руб. и одна – стоимостью в 30 руб. Составить закон распределения случайной величины X – суммы чистого (возможного) выигрыша для того, кто приобрел один билет за 1 руб., если всего продано 50 билетов.
Решение: Случайная величина X может принимать три значения: 1 руб. (если владелец билета не выиграет, а фактически проиграет 1 руб., уплаченный им за билет); 9 руб.; 29 руб. (фактический выигрыш уменьшается на стоимость билета – 1 руб.). Первому результату благоприятствуют 47 исходов из 50, второму – два, а третьему – один. Поэтому их вероятности таковы: P(X = –1) = 47/50 = 0,94; P(X =9) = 2/50 = 0,04; P(X = 29) = 1/50 = 0,02;
Закон распределения случайной величины X имеет вид:
	Сумма выигрыша, X
	–1
	9
	29

	Вероятность, Р
	0,94
	0,04
	0,02


Контроль: 
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 = 0,94 + 0,04 + 0,02 = 1.
Лекция 10. Исследование корреляционных связей.
  Основной характеристикой случайной величины является математическое ожидание.

Пусть случайная величина Х принимает значения хk, k= 1,2,… с вероятностями рk. Математическое ожидание (или среднее значение)  дискретной случайной величины обозначается МХ и равняется сумме числового ряда 
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, если ряд сходится абсолютно. 

Пример. Cредний выигрыш в примере 1 составляет:

MX= 100*(1/3)+200*(4/15)+300*(1/5)+400*(2/15)+500*(1/15)=233,(3).  (
Cвойства математических ожиданий:

1) для любой постоянной величины C: MC=C;

2) для любой постоянной a: M(aX)=a*MX;

3) для любых случайных величин X и Y, имеющих математические ожидания MX и MY: M(X+Y)=MX+MY;

4) если случайные величины X(() и Y(() таковы, что X(() ( Y(() для всех 
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Все свойства математических ожиданий вытекают из свойств абсолютно-сходящихся числовых рядов.

Еще одна характеристика случайных величин – дисперсия. Дисперсия случайной величины X обозначается DX и равняется М(X–MX)2.

Дисперсия - это средний квадрат отклонения значений случайной  величины от ее математического ожидания.

Из определения дисперсии сразу следуют ее свойства:

1) для любой постоянной величины C: DC=0;

2) для любой постоянной a: D(aX)=а2*D(X).

Утверждение. Пусть Х – случайная величина, MX – ее математическое ожидание, а MX 2 – математическое ожидание случайной величины X 2. Тогда 
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Доказательство. 
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Наряду с дисперсией рассматривают среднее квадратическое отклонение 
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. Пример. Дисперсия выигрыша в рулетку DX= MX 2-(MX)2.

MX 2= 1002*1/3+2002*4/15+3002*1/5+4002*2/15+5002*1/15=70000; DX = 15555,(5).
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Лекция 12. Выполнение прогноза по регрессии.
Рассмотрим наиболее часто встречающиеся распределения дискретных случайных величин. Одно из них – биномиальное.

Пусть проводится серия из n одинаковых и независимых между собой испытаний. В каждом из них  событие А может наступить с положительной вероятностью p. Такие  испытания называются испытаниями Бернулли.

Cобытие А будем называть «успехом», а событие 
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 – «неудачей». 
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Рассмотрим случайную величину Х – число успехов в n испытаниях. Она может принимать значения 0, 1, 2,…, n. Вероятность, что Х примет значение k, т.е. в n испытаниях k раз наступит успех 
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 Действительно, вероятность наступления k успехов в k фиксированных испытаниях и (n – k) неудач в остальных  (n – k) испытаниях равна 
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 Распределить k успехов среди n испытаний можно 
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 способами.

Распределение случайной величины Х называется распределением Бернулли или биномиальным распределением.

Пример. Монету подбрасывают 10 раз. Какова вероятность, что герб выпадет 4 раза?

Решение: При каждом подбрасывании «успех» – выпадение герба, n = 10, k = 4, р = 1/2. 
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        Биномиально  распределенная случайная величина X – это целочисленная величина. Введем для нее производящую функцию.
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Математическое ожидание 
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Дисперсия 
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Пример. Cреднее количество выпадений герба при 10 подбрасываниях монеты равно MX = np = 10*(1/2) = 5, дисперсия равна DX = nрq = 5*(1/2) = 5/2. Пусть теперь испытания Бернулли проводятся до наступления первой неудачи. Cлучайная величина Х – число проведенных испытаний. Распределение Х можно задать с помощью таблицы.          
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P(Х = k) =рk-1*q,  k = 1, 2, 3,…

  Такое распределение называется геометрическим.

Пример. Вероятность закатить хотя бы один шар в лузу при одном ударе бильярдиста постоянна и рана 0,7. Если при ударе закатить шар не удается, право удара переходит к другому игроку. Какова вероятность, что бильярдист сделает не менее 4 ударов?

Пусть X – число ударов, сделанных игроком.[Найдем вероятность дополнительного события. Р(Х< 4) = 0,3+0,7*0,3+(0,7)2*0,3 = 0,657.  Тогда Р(Х ( 4) = 1–0,657 = 0,343. 
Производящая функция случайной величины с геометрическим распределением 
[image: image334.wmf]å
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Пример. Cреднее число ударов бильярдиста MX=1/q=1/0,3=10/3=3,(3). Дисперсия числа ударов DX= р/q2 = 0,7/(0,3)2 = 70/9 = 7,(7). 
Лекция 13. Моделирование случайных величин.
Непрерывной случайной величиной называют случайную величину, которая может принимать любые значения на числовом интервале.
Примеры непрерывных случайных величин: возраст студентов, длина ступни ноги человека, масса детали и т. д. Это положение относится ко всем случайным величинам, измеряемым на непрерывной шкале, таким как меры веса, длины, времени, температуры, расстояния. Измерение может быть проведено с точностью до какого-нибудь десятичного знака, но случайная величина – теоретически непрерывная величина. В экономическом анализе находят широкое применение относительные величины, различные индексы экономического состояния, которые также вычисляются с определенной точностью, скажем, до двух знаков после запятой, хотя теоретически их значения – непрерывные случайные величины. 

У непрерывной случайной величины возможные значения заполняют некоторый интервал (или сегмент) с конечными или бесконечными границами.
Закон распределения непрерывной случайной величины можно задать в виде интегральной функции распределения, являющейся наиболее общей формой задания закона распределения случайной величины, а также в виде дифференциальной функции (плотности распределения вероятностей), которая используется для описания распределения вероятностей только непрерывной случайной величины.
Функция распределения (или интегральная функция) F(x) – универсальная форма задания закона распределения случайной величины. Для непрерывной случайной величины функция распределения также определяет вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее фиксированного действительного числа х, т. е.
F(x) = F(X < x).






При изменении х меняются вероятности Р(Х < x) = F(x). Поэтому F(x) и рассматривают как функцию переменной величины. Принято считать, что случайная величина X известна, если известна ее функция распределения F(x). 
Теперь можно дать более точное определение непрерывной случайной величины: случайную величину называют непрерывной, если ее функция распределения есть непрерывная, кусочно-дифференцируемая функция с непрерывной производной.
1. Функция распределения есть неотрицательная функция, заключенная между 0 и 1, т.е. 0 ≤ F(x) ≤ 1.
2. Функция распределения есть неубывающая функция, т. е. F(x2) ≥ F(x1), если х2 > х1. Тогда P(x1 ≤ Х < х2) = P(Х < х2) – P(Х < х1) = F(x2) – F(x1).
Так как любая вероятность есть число неотрицательное, то P(x1 ≤ ≤ Х < х2) ( 0, а следовательно, F(x2) – F(x1) ≥ 0 и F(x2) ≥ F(x1).
Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина X примет значение, заключенное в интервале (α, β), равна приращению функции распределения на этом интервале, т. е.

P(α ≤ Х < β) = F(β) – F(α).






Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет одно определенное значение, равна нулю.
Р(Х = х1) = 0.







Согласно сказанному, равенство нулю вероятности Р(Х = х1) не всегда означает, что событие Х = х1 невозможно. Говоря о вероятности события Х = х1, априорно пытаются угадать, какое значение примет случайная величина в опыте.
Если х1 лежит в области возможных значений непрерывной случайной величины X, то с некоторой уверенностью можно предсказать область, в которую случайная величина может попасть. В то же время невозможно хотя бы с малейшей степенью уверенности угадать, какое конкретное значение из бесконечного числа возможных примет непрерывная случайная величина. 

Например, если метеослужба объявляет, что температура воздуха в полдень составила 5 °С, то это не означает, что температура будет точно равна этому значению. Вероятность такого события равна нулю. 
3. Если все возможные значения случайной величины принадлежат интервалу (α, β), то
F(х) = 0 при х ≤ α; F(х) = 1 при х > β.





В самом деле, F(x) = 0 для всех значений х ≤ α и F(х) = 1 при х > β, поскольку события X < х для любого значения х ≤ α, являются в этом случае невозможными, а для любого значения х > β – достоверными.
Следствие. Если возможные значения непрерывной случайной личины расположены на всей оси ОХ, то справедливы следующие предельные соотношения:
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или F(– ∞) = 0; F(+ ∞) = 1. Это следствие справедливо и для дискретных случайных величин.
по табл. 3
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